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������ ���� � �!���"# ��$%&�'�() *+� ,-$%.�/� � -
01 ��23 
�� � 456 7# 
�
89�� �
':��; -�� �< �=>���� ��'����?�@�� ?�(#� �� ./=��; ������ 
BC� D2�# E3�$ 	F�0G� -
�� *+�:
 H
���I E3�$ JI � .�/� � -
01 � !>��0�� ��2���IBM 360/370 )�(�K�� L+; � ��>�M E3�$ N���(��2��� /=��; 

O(P� E���hexadecimal �=23� -0# Q(R� ��
����I �=23� E3�$ �=
:� HP� /=��; ������ O(P��� ��2��.

F�0#� S# 
��
3�=0�� ����� ���/� � 	��
������ ���� � �!
T�"�R� S# S�/�/��� .��� EU��W. Kahan �
�$(M S# V-$ !����� ��2��� �5W (X
�$ X7:. L�Y *+;� �=>���� ��'���� .�/� � -
0=�� !��
Z [��23 7\�Intel  �$(M� 

Motorola
�G� �5W ]-
01 � ��.�/� � .
�# D��� -
0=��� � !��
'�� ��2��� �56 _̂(̀a�]��IEEE .�/� � -
01 �
�
3�(�b�B�� �
>��(�b�� ��/�W� /��# S# c"d�# Xe�(: 4(����� �/� �� 5�# L�Y ��$� �=>���� ��'����Institute for 

Elecrical and Electronics Engineers.

.1 ��� �&�'�� ����&( ���"����"$% 

Sb
�2 ≤ β ∈�f�� � &�
=�3 ?�
�
�) ?�./� )?�
��g ��b��# h����i(!'
'�� ./��� ��$ ?��� 	[5>/�� 	
\ {0}x ∈ �Xj
kT X./� /��� &�3l: e∈���b� m
n e e 1x +β ≤ < β/��� &�3� o�� �56� /
I� X./� 

0 1≤ λ <��b� m
n 
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( )e e 1 e(1 ) 1 ( 1)x += − λ ⋅ β + λ ⋅ β = + λ ⋅ β − ⋅ β

./��� V�� O�x-bP��� �/
I� [�'�(�� H�b� 
e, 1 , e .x m m= ± × β ≤ < β ∈ �

./��� !=�3m./��� -
�. x.

=��;[./� ��
�R� *+� �=>���� ��'���� -
0=��� �'�() /j
kT 1 p≤-
0=��� �VZ. *�=�� precision rs ?�:�\s 
S�(Rt S�./�mine�maxe(�
u; F�8 ��.�/v f � ew 7
���3 m
n �
����� .�/� � -
01 �'�(��� 45 

( )1 ( 1) e
0 1 1 , 0p

p i

m

d d d d− − −
−± + ⋅ β + + ⋅ β × β ≤ < β�

���������������������������������
(1)

�=>���� ��'��� ./� j+�"G� (����floating-point number-bP��� H�b� O5�� !'
'�� ./��� S� (1).
D�'; �=>���� ��'��� ./� S��d���/I� �($�5�� computer word -V01 F�'I �xyx rs L�5� �"�"dG� H
;(��� *+�

���Mz� sf � 	e-
�/�� V{ S#� m.����
Z �($�Y �/I� /=��� |���I [��23 � 	?y0=:32 bit−7�g�; Sb} 456 
~����$ F�'�� :1bit	���Mz� -
0=��8 bits� f � -
0=�� 23bits-
�/�� -
0=�� .

�=>���� ��'��� .�/�� S# [./�$ ?�#�; ?y
01 !'
'I [./� -
01 �=�
: Sb} B �����I ���6 .!6� 	r� � ����� (0$ �
O(P��� ./���� ��I���s Sb} 	?���
M0.1.?�
���# ?��(P� ?y
01 L+�} ./��� �5�:( 10)β =:

10.1 1.0 10−= + × 

!>��0�� ��2��� ��( 2)β =�=>�� ��'3 O./� J� ?�#�1 ./��� �56 7'� �?�
���# ?y
01 -�'� B &3�b� L�Y:

40.1 1.10011001100 2−= ×�

S# 9$� ./�+� �'+�G� �=
'�� ��b; �� O� 	-
0=��� F�8 ���R ��Z���� .�/� �� eV+��;� ?�x�/I V-Z� !6� 	�
3�0�� ������ �=
'��
maxeβ × β�=
'�� S# (uT� �� mine1.0 × β.

J����b�� S# ?y$ 	F�0G� -
�� *+�: 	?�/
I� �
� �=>���� ��'��� �'�(�� .�/� � -
01 V�s :10.01 10×

�11.00 10−×./��� -V010.1.!b� �=>���� ��'��� �'�(�� ��
'
'�� .�/� � -
01 -��7���8	3�� -
0=��� �56 � �(�P
 F�� � DZ(�� ��b� ./��� -
�. ���� S#0d�	��! 9:~���� -bP�� ./��� -
01 5R�� [5>/��� :

e
0 1 2 1 0, 0 , 0.p id d d d d d� −± ⋅ × β ≤ < β >(2)

-
0=��� �'�() �!=�3(2)�'�() ���"�������%���� �"$%��� �&�'�%( Normalized floating-point !�=�3 �=$ 	
������� e:� H�b; N�� .�/� �(2)����%�; 7����
< Normalized numbers.����b�� F�0G� -
�� *+�: 11.00 10−×

����b�� V�� JI � ��
��
Z10.01 10×L�5$ E�
� .
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�%#�!:

���I �2β =	3p =	mine 1= −�maxe 2=���/� 16?�./� ?��
��
Z ?����#)���Mz�(+:

-bP��1�#/�� ����G� ��
��
'�� .�/� � :2β =	3p =	
mine 1= −�maxe 2=.

0 1 2 43 5 6 7

!6 .�/� � 456�:

{ }
2

1
1.00 2 , 1.01 2 , 1.10 2 , 1.11 2i i i i

i=−
× × × ×∪

B 	?�
��
Z �=>���� ��'���� -
0=��� j�"
� 4���\� O5�� �(P�� V�l: 	��� ����j=��(K"�� -
0=�� !.� Q(�� 
������� e:� ������$ Sb} B Q(R� ?�.�/�� L�5$� (K"�� -
01 ��
K
$ �
����� �('K��(2).

.2 �%#��!IEEE���

� �#��� �

��� �1985 ��
�# .�=��� Q(� 	“IEEE 754” 	�=>���� ��'���� .�/� � -
0=�� .��23 �6� ?�("I ��'� [-
01
 ��2��� ��/d��� *+�!>��0�� ( 2)β =-
0=��� 
�3��b# S� @����� �:f �exponent -
�/��� significand./�� 
	�+
+Z [������ L�Y ��� ��1987 ��
�G� �56 D
=�; Q(�rs“IEEE 854” J��� � /I� ��/d���� j=�� O5��� 

2β =�� 10β =-
0=��� ����� [/I *+� .

�/v O5�� |���� �Y�=��� -"K�� �56 � �Z��3 ��
�G� 4.ANSI/IEEE Standard 754-1985 ?���"�R� �� 
“IEEE 754” . 
����# 7
� V�� rs ��6 4���3SPARC �x86 ��23 -=���; IEEE|���� .

��]
�# -=�P�IEEE�� V-$ ��k
�� N�� �VZ/+� ?���; ��K��"# ��
��
Z ���� �xyx *+� .�/� � -
01 �:

%��
���� �VZ/�� �� single precision	

%�K���G� �VZ/�� �� double precision	

%�����G� �VZ/�� �� extended precision.

•7�	<:>#?;��� @#�&�6A�� �

F�'I �xyx S# �u
"�� 456 �V���; :S# ���b# -'I23-bit -V0}O(�b�� ���� 0 f 1≤ <S# ���b# �-'I �
8-bit -
0=�� �f�� �g�k�G� �=
'� eS# ���b# �-'I 	?�@R�� 1-bit -
0=�� ���Mz� s {0,1}∈.a;d̂F�'�� 456 ���

[�($�Y �/I� � ?������# ����
Z 32-bit~���� -bP�� � �=$ .
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-bP��2:��
���� S��d��� �u
T.

�� ~���� F�/�� S�
�� �xy0�� F�'k+� �K+�dG� 
B�s	e�f��
���� -
0=��� �u
T ��+V01 ���./� [D
Z S# ��+��'� �#� .
�&�6A�� 4�BC��� �D�- �������� �"���� 

0<e<255 s e 127( 1) 1.f 2 normal numbers−− × ×

e 0; f 0= ≠ s 126( 1) 0.f 2 subnormal numbers−− × ×

e 0; f 0= = s( 1) 0.0 (signed zero)− ×

s 0; e 255; f 0= = = INF ( )+ +∞

s 1; e 255; f 0= = = INF ( )− −∞

e 255; f 0= ≠ NaN (Not-a-Number) 

F�/��1:��
�# � ��
���� �VZ/�� �� ��V+0} N�� ���./��� D
'�� IEEE!��
'�� .

V�� ��6 �Iy3��-
�/ m�O���� HV$(# X./� �6 �u
"�� 45w -V0=G� ./�+:

•1.fm =�#/�� 0 e 255< <.!�=�3�u
"�� 456 &+V01 O5�� ./��� %����� 456 �%7%�!%)* 7���
 
normal number.

•0.fm =�#/�� e 0=�f 0≠.�u
"�� 456 &+V01 O5�� ./��� !�=�3%����� 456 �%7���
EF
G!%)* subnormal number.

��
���� �u
"�� -
�. V�� L�Y S# ��� S�
���m[��� -V0}&�=
Z O(�$ 0.f&�=
Z j
kT [���� 1.�/� � ���I �
� 	��
#�2���0��
#�2��� E� .�/� � ���I �.

O(P��� ��2���� ��=
Z� ��#�W� ��
���� -
0=��� �
T ��� ~���� F�/�� S�
��.

H$%I�� J��� 4�BC��� �D�-(Hex) ��I��� �������� �"�����
+0 00000000 0.0 
-0 80000000 -0.0 
1 3F800000 1.0 
2 40000000 2.0 

maximum normal number 7F7FFFFF 3.40282347e+38 
minimum positive normal number 00800000 1.17549435e-38 

maximum subnormal number 007FFFFF 1.17549421e-38 
minimum positive subnormal number 00000001 1.40129846e-45 

+∞ 7F800000 Infinity 
−∞ FF800000 -Infinity 

Not-a-Number 7FC00000 NaN 
F�/��2:-
0=��� �
T ������./��� ��=
Z� ��
���� �VZ/���.

s [30:23]e [22:0]f
022233031

lsbmsbmsb lsb
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•7%#�*%K:>#?;��� @#���
%#L,� 

F�'I �xyx S# �u
"�� 456 �V���; :S# ���b# -'I52-bit -V0}O(�b�� ���� 0 f 1≤ <S# ���b# �-'I �
11-bit -
0=�� f�� �g�k�G� �=
'�� e�-'I 	?�@R�� S# ���b# 1-bit -
0=�� ���Mz� s {0,1}∈.F�'�� 456 ���d̂a;

����
Z [�($�Y �/I� � ?������#64-bit~���� -bP�� � �=$ .

-bP��3:S��d��� �u
T�K���G�.

�xy0�� F�'k+� �K+�dG� 
B��� ~���� F�/�� S�
��s	e�f-
0=��� �u
T ��+V01 ���./� [D
Z S# ��+��'� �#� 
�K���G�.

4�BC��� �D�-��
%L,� �������� �"���� 
0<e<2047 s e 1023( 1) 1. f 2 normal numbers−− × ×

e 0; f 0= ≠ s 1022( 1) 0.f 2 subnormal numbers−− × ×

e 0; f 0= = s( 1) 0.0 (signed zero)− ×

s 0; e 2047; f 0= = = INF ( )+ +∞

s 1; e 2047; f 0= = = INF ( )− −∞

e 2047; f 0= ≠ NaN (Not-a-Number) 

F�/��3:�VZ/�� �� ��V+0} N�� ���./��� D
'�� �K���G� ��
�# �IEEE!��
'�� .

��6 �Iy3-��� ?�%-
�/�� V�� mO���� HV$(# X./� �6 �u
"�� 45w -V0=G� ./�+� :

•1.fm =�#/�� 0 e 2047< <.�u
"�� 456 &+V01 O5�� ./��� !�=�3%����� 456 �%7%�!%)* 7���
 
normal number.

•0.fm =�#/�� e 0=�f 0≠.�u
"�� 456 &+V01 O5�� ./��� !�=�3%����� 456 �%EF 7���

G!%)* subnormal number.

�u
"�� -
�. V�� L�Y S# ��� S�
����K���G� m&�=
Z O(�$ [��� -V0}0.f&�=
Z j
kT [���� 1���I �.�/� �
��
#�2��� � 	0���I ���
#�2��� E� .�/� �.

-
0=��� �
T ��� ~���� F�/�� S�
�� �K���G�O(P��� ��2���� ��=
Z� ��#�W�.

s [62:52]e [51:0]f
051526263

lsbmsbmsb lsb
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H$%I�� J��� 4�BC��� �D�-(Hex) ��I��� �������� �"�����
+0 00000000 

00000000 0.0 

-0 80000000 
00000000 -0.0 

1 3FF00000 
00000000 1.0 

2 40000000 
00000000 2.0 

maximum normal number 7FEFFFFF 
FFFFFFFF 1.7976931348623157e+308 

minimum positive normal number 00100000 
00000000 2.2250738585072014e-308 

maximum subnormal number 000FFFFF 
FFFFFFFF 2.2250738585072009e-308 

minimum positive subnormal 
number 

00000000 
00000001 4.9406564584124654e-324 

+∞ 7FF00000 
00000000 Infinity 

−∞ FFF00000 
00000000 -Infinity 

Not-a-Number 7FF80000 
00000000 NaN 

F�/��4:-
0=��� �
T ������./��� ��=
Z� �K���G� �VZ/��� .

•7%#��%K:>#?;��� @#������,� 

S# �u
"�� 456 �V���;�����F�'I :S# ���b# -'I63-bit -V0}O(�b�� ���� 0 f 1≤ <�S# ���b# �-'I
1-bit -V0}j
k"�� ���� ./��� -
�. S# i {0,1}∈�S# ���b# �-'I15-bit -
0=�� f�� �g�k�G� �=
'�� e	?�@R�� 

S# ���b# �-'I1-bit -
0=�� ���Mz� s {0,1}∈.����
Z [�($�Y �/I� � ?������# F�'�� 456 ���d̂a;80-bit � �=$ 
~���� -bP��.

bP�� -4:S��d��� �u
T�����G�.

���� � F�'k+� �K+�dG� 
B��� ~���� F�/�� S�
��s	e	i�f-
0=��� �u
T ��+V01 ���./� [D
Z S# ��+��'� �#� 
�K���G�.

s [78:64]e [62:0]f
062647879

lsbmsbmsb lsb

i
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4�BC��� �D�-�����,� �������� �"���� 
0<e<32767; i=0 Unsupported 
0<e<32767; i=1 s e 16383( 1) 1. f 2 normal numbers−− × ×

e 0; i 0; f 0= = ≠ s 16382( 1) 0.f 2 subnormal numbers−− × ×

e 0; i 1= = s 16382( 1) 1. f 2 pseudo- denormal numbers−− × ×

e 0; i 0; f 0= = = s( 1) 0.0 (signed zero)− ×

s 0; e 32767; i 1; f 0= = = = INF ( )+ +∞

s 1; e 32767; i 1; f 0= = = = INF ( )− −∞

e 32767; f 0= ≠ NaN (Not-a-Number) 

F�/��5:�VZ/�� �� ��V+0} N�� ���./��� D
'�������G� ��
�# �IEEE!��
'�� .

O(P��� ��2���� ��=
Z� ��#�W� �K���G� -
0=��� �
T ��� ~���� F�/�� S�
��.

H$%I�� J��� 4�BC��� �D�-x86
(Hex) 

��I��� �������� �"�����

+0 
0000 
00000000 
00000000 

0.0 

-0 
8000 
00000000 
00000000 

-0.0 

1
3FFF 
80000000 
00000000 

1.0 

2
4000 
80000000 
00000000 

2.0 

maximum normal number 
7FFE 
FFFFFFFF 
FFFFFFFF 

1.18973149535723176505e+4932

minimum positive normal number
0001 
80000000 
00000000 

3.36210314311209350626e-4932

maximum subnormal number 
0000 
7FFFFFFF 
FFFFFFFF 

3.36210314311209350608e-4932

minimum positive subnormal 
number 

0000 
0000000 
00000001 

3.64519953188247460253e-4951

+∞
7FFF 
80000000 
00000000 

Infinity 

−∞
FFFF 
80000000 
00000000 

-Infinity 

Not-a-Number 
7FFF 
FFFFFFFF 
FFFFFFFF NaN 
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.3 �%)* � ���

� ��	�+IEEE��%��,� 

��23 �	 H�vIEEE �;���� (��/; O(� V{ S#� �Z�/� ��
���I ��
+=� �O� �;�3 	O��
�G� )S# &� -V0< ��
�R� O�
 J���C� .�/��(.

� (��/; ��
+=�� /"'� 	��� [&��� !'
'I ./x ∈ �&
�s ��C� .�/�� �(Z� ��
�R� Round toward nearest .
 ��23 HV+���IEEEQ(R� ���� �xyx ��(�; O��
�G� S#(��/��� 
�
+=� :

•(K"�� 4���� (��/���Round toward 0	
•� 4���� (��/��� �+∞Round toward	
•���� 4���� (��/ �−∞Round toward.

��23 -=�P�IEEE���# O./��� ����� � ��
>��0��B� 
B��� *+� VF/; N�� 
�(M�G� S# ���=8 *+� O��
�G� :

•�f � c'3 �(6��underflow	
•�f � �.��g �(6�� overflow	
•(K"�� *+� �=�'��division by zero	
•���
�
+= �k
k"�� @i ��
����� invalid operation.

/��(��/��� ��R f�
'� �'�() .��� ��� �D�G� S# &�3l: �=>���� ��'���� ����� D
=T � -R/� .�/� � (��/; V�� ��
�# ��
���I ��
+=� 5
K�;.F�0G� -
�� *+�: 	&
: -
01 ��23 �/d��3 �#/�� 10β =	3p =��
���I ��
+=� ��
�3 E3�$� 

��2��� �5w �+V0<23.12 10−×?�����# ��
>�  B �VZ/� ��
+=��� O(� �#/�� �;���� ��$� 0.0314V�� j\���� S# ��b� 	
J;/I� ��/'� ���R ���6S#�A+�!J;� �2M )��6410−(��2��� �5w �;���� -
01 ��Z�� S# ../��� -V0} 	&��P# [-bP�

 !'
'��0.0314159./���� ��2��� �56 �23.14 10−×?�����# -
0=��� ��R ��b� �6/��� 0.159S# �/I� �A+�!
J;� �2M )��6410−(.

��$ �Ys 	��� [&����0 1 1. e
pd d d − ×β…!'
'�� ./�+� �=>���� ��'���� -
0=��� x�56 � Hb;(G� ��¡� V�l: 

O���� -
0=��� 
1

0 1 1. / e p
pd d d x −
− − β ⋅ β…

S# ?�/I�J;� �2M �A+�! )��6( 1)e p− −β(.

j+�"# ?�.�� -=����J;� �2M N�8	 unit in the last place?���"�R�� ulp.?y0=: :S�
�G� -
0=��� ��23 �
-bP���1�]��/� 

1 1 2 0 2

1 1 2 2 2 2

(1.11 2 ) 2 1/8, (1.00 2 ) 2 1/ 4,

(1.10 2 ) 2 1/2, (1.01 2 ) 2 1.

ulp ulp

ulp ulp

− − − −

− −

× = = × = =

× = = × = =
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.4 �%)* � ��-%.� /�%0� IEEE��%��,� 

��23 V�� ?�'��� �����IEEE 754��T�¡� D
'�� S# ���=8 *+� -=�P� O��
�G� )~���� F�/�� (23�(�����¢ N�� 
��
����� 
��
+=��� ��(�s /�� �;���� -
0=�� .J�=
'�� Q/Iz �����# f � �=
Z &
: ��b; ?y
01 D
'�� 456 7
� L+�1

min 1e −�� max 1e +.

min

max

1 0 0

1 0 0. 2

1. 2

1 0

1 0 NaN

min
e

min
e

min

min

min

Exponent Fraction Represents

e = e f

e = e f f

e e e f

e = e f

e = e f

− = ±

− ≠ ×

≤ ≤ − ×

+ = ∞

+ ≠

��23 � ��T�¡� D
'��IEEE 754.
•�"����NaN 

������ ���I /�� �.���� 
(�0 / 0��/'G� �� 1−����=+� -��Z @i ��£ ����� �Z�� ¤�� 
unrecoverable error . S# /�/��� ���6 	Sb�
B��� N�� ��
: ��b������ �����#?�/
K# .�+bPG� 456 H��� Sb}
 *�=�; ��T�R �=
Z ��(���NaN J��
+=��� S# V-$ �;�3 ������� 0 / 0�1−?�����# NaN�VZ���� S# ?B/� .c�d+�

� ��b� N�� 
B��� S# ?�./� ~���� F�/�� ��
: �;���NaN:

NaN

( )

0

/ 0 / 0 , /

, 0

Operation Produced By

x when x

+ ∞+ −∞

× ×∞

∞ ∞

<

•�"����∞��%OP�� 	< 

�=
'�� ��(�; j=��∞�f � � �.��g ¥�/I /�� ����� ������ overflow . ¦���s S# -�:� ��
¡� �56 9���
-
0=�+� -��Z ./� 9$  �':��G� �=
'��.��/'G� �=
Z ���I /�� 	F�0G� -
�� *+� ?y0=: 2 2x y+.�/��� -
01 ��23 �

&
: 

max10, 3, 98.p eβ = = =

��$ �Yl:703 10x = ×�704 10y = ×�=
Z ���I V�l: 2x_�� �?�.��g ¥/� �f � �/Z �;���� V�� §(�K��
�!6� ��2��� �56 � *=2��� �=
'��� F/���989.99 10×.&��P# [&����¥/���I /�� �f � � ?�.��g2y.L�5$�
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¦�=¨� ���I /�� �f � � ?�.��g ¥/�2 2x y+��b� V{ S#� �;���� ?����989.99 10×.��
�3 ��b; 	?�@R��
 ��/'G� ���I2 2x y+?�����# 

98 499.99 10 3.16 10× = ×

?�/� X7
2: ��
���� 456 � ��¡� V�� j\���� S#�!!! ?�I�\� �6 j
k"�� ������ 705.00 10×.

��23 �IEEE ���I ��
�3 ��b; |���� 2x�=
'+� ?�����# ∞���I ��
��� ������� (# � L�5$� 2y�
2 2x y+.��
>����� ��
���� ��b; V{ S#�∞.���� S#���'��� S# S#t ����� ��
��� �=
'�� 456 ����s V�� j\.

?�����# ��
: �;���� ��b� N�� 
B��� *+� �+0# � S#∞!]+� �# :
1/0 , 1/ 0 , .=∞ − =−∞ ∞ =∞

•����� N�%QR� H!0±

��23 � (K"�� -V0}IEEE�# O(�$ [��� ��/0f ≡&�=
Z [f�� min 1e −.-
0=��� ���Ms V�� ���sign Sb} 
(K"+� J+
01 ���6 ��b� &�3l: J�=
Z 5R�; ��0+�0−.7# -#����� �'�() S# �5�� H� 7\��� �56 -0# ��56

 �3��'G� ����R� ?y0=: 	-
0=���( 0)if x =���Ms *+� /=��� x�/��Z 7\� ��. ��
�3 ����s ����� 456 � Sb} B� 
(K"�� !+
01 J� �Zy��� j�\�; .��2�:IEEE ��b� m
n �3��'G� _�(�� O��
�G� 0 0+ =−S# ?B/� 0 0− <+.

	
B�bMs *+� O���� ?���� �56 �Sb�� 	(K"�� -
01 /�� ���Mz� F�Ul� (VbK� ¤�� �(=+� Sb} 	Q(R� [��� S#
 ��23�IEEE���./��� (�.�'G� ���I �;�3 ���Ms /�/� � /
K; (K"�� ���Ms V�  	L�Y -�K� B O��
�G� .��; 	?y0=: -

�'���G� ��
IyT1/(1/ )x x=�#/�� x = ±∞.S# V-$ �;�3 ��$ rs .��� L�Y � H����� 1/−∞�
1/+∞�;�3� (K"�� �6 1/ 0�6 +∞.���;���� ���Ms �#�+�# 7
�; �5.

�f � c'3 ���I � (K"�� ���Ms �/>�: *+� (Rt ?B�0#underflow 7����� -0# (K"�� /�� X¦��'3� �W N�� 7������� 
!=����i�+��log.��23 �IEEE_�(�� 	O��
�G� log 0 =−∞�log NaNx =�#/�� 0x <.§(�K��x

(K"�� rs ���/
: �f � � ?�"'3 ¥/k
� !Kb� �� ?�@uT ?����� ?�./� -V0}.���Ms V�� ��� S��� �6/��x��b�� ����� 
D����i�+�� 7��; �=
Z ���I �;�3NaN.

•���!%)'�� EF ���

�Subnormal 

S�./��� ���I � (2���976.87 10x −= ×�976.81 10y −= ×4©���� �=>���� ��'���� -
01 ��23 �:
10β =	3p =�min 98e =−.�56 V�� j\���� S# .�/� � (uT� 9b� �=��# V-$� ?�#�1 J
#�23 S�./��� S

��2��� �5w �+V0=G� ��
#�2���981.00 10−×.��./��� ��56 �w 7��=�� ���(i �(6�� .��� �Iy3 	L�Y 7# :0x y∗− =

V�� JI �x y≠.��� L�Y � H����� ��$ rs .97 990.06 10 6.0 10x y − −− = × = ×-V0} ª(K�� �56� 
!#�23 [./�� &+
01 Sb} B ?�@uT ?�./�normal number�(K"�� rs ª(K�� �56 ���/� �5W.



11 �� -
+k��� � �����('��B� ���K#� .�/� � -
01O./�  

N. ODEH 

L�Y S# S�
����
����� ��T�¡� ��kT *+� -
0=��� ��23 �:�v ¤�� ��
U� 

0x y x y= ⇔ − =(3) 

�� ��23 S=�� O��
�G� -
0=�IEEE 754 L�5$� IEEE 854 ��T�¡� (3) q��¡� S# /�/��� rs ?�:�\s 
S# Q(R �FyR ��
#�2��� .�/� � (uT�� (K"�� J� ��Z�� ?�.�/�� -=P�� ��2��� �5w �+V0=G� ��
#�2��� .�/� � ���=8 7
��; .

.�/� � 456 *�=�;denormalized numbers ��23 �IEEE 754 ��23 � ���
=�; /
��� IEEE 854 j�"�� 
subnormal.

�%#�! :4©���� ��
��
'�� �=>���� ��'���� -
01 ��23 ���I �2β =	3p =	min 1e =−�maxe 2=��b� 
���/� )-bP�� (23�(5:

•�=8�
«]#�2��� .�/� � �� :-=P;� 

{ }
2

1
1.00 2 , 1.01 2 , 1.10 2 , 1.11 2i i i i

i=−
= × × × ×N ∪

•���=8#�2��� E� .�/� �!6� ��
]

{ }1 1 10.01 2 , 0.10 2 , 0.11 2− − −= × × ×S

-bP��5-
0=��� ��23 ���I � ��
#�2��� E�� ��
#�2��� :  ����G� ��
��
'�� .�/� � :IEEE 
�����+� e:��G� O��
�G�

 2β =	3p =	mine 1= −�maxe 2=.

0 1 2 43 5 6 7
s u b n o r m a l s

0 1 2 43 5 6 7

.5 �������� �)'�� � 3	 4! 1%&2
� 

9��;����.�(��� D2�# V�� L�Y 	O./��� -
+k��� � ?���(6�� ?���\�# ��¡� -k+� ��
��('; ?B�+I (V:�; ��./��� e>
 7
���3 �� ��6 D�G� S#� 	.�P�G���¡� (�/';���
�# [.�/I S=\ 4("¢ ��� 	F�+�� 456 .�=��� S� ¬M���� .� ���"3
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564�('K��� � ���R � ��P�3�� e+��; ��
��� �>���� ?����# ?�\(� ��/'3 �=$ 	���
�# ����� �'V+��G� ���R � S# [�K+�­ ¦��3
����./��� 
����.

��
��('��� �=
'��� ��
'
'�� &�=
Z J� ª(K�� &�3�� �# [./� �=
'� [H�('; � ��¡� _�(�3 .]� �#(3Tx��
'
'�� �=
'�� rs 
]��Ax7�3� 	��
��('��� �=
'�� rs 

Err( )A T Ax x x= −(4) 

���I ��0Tx ≠�Zy���� ®���� ��¡� _�(�3 

Rel( ) T A
A

T

x xx
x
−=(5) 

�%#�!:��$ �Ys 
2.7182818

19 2.7142857
7

T

A

x e

x

= = = =

�

�

�̄l: 
Err( ) 0.03996

Rel( ) 0.00147
A

A

x

x

 = =
1.5 1%&2
� ��%�! 

��";!+� �=$ ��
��� � ���R � �.�"# �:

•7�	< :<���$%�B���� �$%6"�� ���S%���� �3T"'�� 4
 �U%* 1%&2:

45w �]'°+��G� �]�
>���
K�� (�.�'G� ��� J� ��
\��� [�Zy� g�(�z ?����± �
>���
: [�(6�2� !\��(�� �Y�=��� 9���
�(6�2�� .� F�"�� �
u� 	��
�
��; 
��
\(: ��/d��� rs /=�3 	!>���
K�� 7Z���� /
'�; H���� Dbv �
�� !\��� �Y�� *+

��
>���
K�� �(6�2�� .��� � ���.�/²� 456 ��b; /Z� 	�VZ/�� .�/± ��b
� ¦�\�G� �!\��(�� �Y�=��� V�l: �
����� Dbn�
�Y�=��� 
�#�/d���� eV+��� �56� 	 Q(R� [
B�I � ����'# �>��3 �Y�=��� !��� /Z� 	&�# �.�K��B� ��. ?�'>�� 
B��� .

�� �Y�=�+� O./��� -̄�� V�l: e
Z. @i �Y�=��� ��
: ��b� N�� ����� &�b} B�Y�=��� � �VZ/�� c'3 S# S³�v �� .

•7%�*%K :���$%�B���� /%�&�,� � �?;��� ��
 4
 �U%* 1%&2<:


������ �VZ. � (Vx�� �# �56� 	���R� *+� ��
>���
K�� ->��G� � 
�
��G� D2�# -=�P; 456 *+� Q(�a; N�� 
��
+� -"¢ N�� �>����� �VZ. S# �/� {̄ S#� 	
�
��G�.

•7%��%K :���

� ��	�+ 4
 �U%* 1%&2<:

B ?�(#� ��C� .�/��� ��
'
'�� .�/� � H�('; ��
+=� -�� 	��Z� � S# .�/± ./�� ��
������ �=23 � � .�/� � -
01 V�s
S# SVb=�+� 	&�# /́�
������ � ���# -#������ .�/� � -
01 .eV+��; 	|����� ��2��� � .�/� � -
01 � H�('��� �VZ. V�s
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.�/� � 7# -#���+� |����� ��2��� �w D��� N�� 
�KT��G�� ����� �=$ .� �VZ/�� V�� ����� 	�=>���� ��'���� -
0=��� ���I �
��Z� � ./�� eV+��; -
0=���p-
0=��� ��23 f���� F��� ��
���� O(�b�� ���� S� @����� � �#/d��G� β�/d��G� .

2.5 1%&2
� �%I�*� 

���R� �w�P; [.�/�� *+� ��
����� 
��
+=��� S� ������ ��xC� 	�('K�� 456 � f�/3 .]� �#(3 �5Wω��
+=� rs 
-0# ��
���� ��
���I+	−	×	/]� �#(3� �∗ω��� ��2��� � �+��'G� ��
����� ��
+=��� rs �# ?����i N��� 	|��

 (��/; ��
+=� S�=��;rounding e
������ ��
�s �#(3 rd : → A�-V01 m
I A-
0=�+� �+��'�� .�/� � ���=8 �
|����� ��2���.

Sb
�Ax�Ay4��/'# ��£ ����P# �=��3� §(�K3� 	 ��
����� ��
+=��� �=�
+� Q(��� S�5+�� S�./��� ε�η

!6 �k
k"�� D
'�� V�� O� 	H
;(��� *+�:
, .T A T Ax x y y= + ε = + η

��b� �6/��A Ax y∗⋅ ω ⋅� ./��� �6 ��
+=��� ��(�s S# �;���∗ω��
���� � Hb;(G� ��¡� ��b�� 	:
( )
( ).

T T A A T T A A

A A A A

x y x y x y x y

x y x y

∗

∗

⋅ ω ⋅ − ⋅ ω ⋅ = ⋅ ω ⋅ − ⋅ ω ⋅ +

⋅ ω ⋅ − ⋅ ω ⋅
 (6) 

��/'G� !�=�3 
( )T T A Ax y x y⋅ ω ⋅ − ⋅ ω ⋅

V&2�%I�*�� 	-]0G�����/'G� !�=�3 

( )A A A Ax y x y∗⋅ ω ⋅ − ⋅ ω ⋅

��	���� V&2 .��R �cµ �=
:���b��# ?����i &�3l: (��/���:

rd( ).A A A Ax y x y∗⋅ ω ⋅ = ⋅ ω ⋅(7) 

��/'G� V�� o�� �56�A Ax y⋅ ω ⋅7%!%� W6X�;���� (��/; O(� D́¶x S#� .�k��(�G� e'v (��/��� ��R V�� L�Y S# �����:

2
p

A A A A A Ax y x y x y∗ −β⋅ ω ⋅ − ⋅ ω ⋅ ≤ ⋅ ⋅ ω ⋅ ⋅ β(8) 

P�3� �cµ �=
:�����R � ��
����� ��T�¡� 
B��� c�kK�3 	:

⌧Y�L�� ����"
 ��%8 
( ) ( )T T A A T T T T

T T

x y x y x y x y
x y

⋅ − ⋅ = ⋅ − − ε ⋅ − η
= ⋅ η+ ⋅ ε − ε ⋅ η
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®���� ��¡� ��b��:
Rel( ) T T A A

A A
T T T T T T

x y x yx y
x y y x x y
− η ε ε η⋅ = = + − ⋅

&�#� 

Rel( ) Rel( ) Rel( ) Rel( ) Rel( )A A A A A Ax y x y x y⋅ = + − ⋅(9) 

��$ ���I ��Rel( ) 1Ax ��Rel( ) 1Ay ���b� 

Rel( ) Rel( ) Rel( )A A A Ax y x y⋅ ≈ +(10) 

�#(���o�� "S# @0b� (uT�."

⌧�"6��� ����"
 ��%8 

*+� -"¢ �'����� ���k+� [�w�P# [�'�(��:
Rel( ) Rel( )

Rel( / )
1 Rel( )
A A

A A
A

x y
x y

y

−
=

−
(11) 

��b� �#/��Rel( ) 1Ay �V�l: 

Rel( / ) Rel( ) Rel( )A A A Ax y x y≈ −(12) 

y3��(�� (P��; B ��
����� ���R � V�� 	�=�'��� �(��� N�
+=� � �I.

⌧Z�&��	 H"[� \���"
 ��%8 

��6 ���/� 
( ) ( ) ( ) ( )T T A A T A T Ax y x y x x y y± − ± = − ± − = ε± η

&�#� 

Err( ) Err( ) Err( )A A A Ax y x y± = ±(13) 

⌧H(%�� �������� �"���� Y%68 ��%8 

Sb��( )Af x��
��('��� �=
'�� 7����� �=
'� ( )Tf x��'��� /�� Tx.H�b3 ��
����� �=
'�� ��69# ��/d���� 
( ) ( ) ( ) ( )T A T T Af x f x f x x x′− ≈ ⋅ −(14) 
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V�� §�(¶K� L�Y�Ax�TxV��� ?�
��3 ����(Z ��./� ( )f x′S�./��� J� ?�@0$ (
́u�� BAx�Tx.F�0G� -
�� *+�:

( ) ( )sin /5 sin 0.628 cos( /5) ( /5 0.628)

0.00026

π − ≈ π ⋅ π −

≈

��d+� g��< XH�('; �56�.

⌧]�"^ Y%68 ��%8 

�=��� S# ¦�=8 ���I f�/�� 

1

m

i
i

S x
=

=∑(15) 

.�/� � &
: -V01 |���I [��23 ��/d����1, , mx x…V�s O� 	��C� .�/�� S# ���=8 rd( )i ix x=����
��${1, , }i m∈ …._³(�3 

2 1 2 1 2 2rd( ) ( ) (1 )S x x x x= + = + ⋅ + ε

m
I 

2 2
p−βε ≤ β

¨� 	���/���� _³(�3¦�= 
1 1rd( ) , 1 1.r r rS S x r m+ += + ≤ ≤ −

��b� �6/�� 

1 1 1 1( ) (1 ) , .
2

p
r r r r rS S x −
+ + + +

β= + ⋅ + ε ε ≤ β

*+� ?�@R� -"¢� 
2 1 2 1 2 2

3 1 2 3 1 2 2 1 2 2 3 3 3

1 2 2 1 2 3 3

4 1 2 3 4 1 2 2 1 2 3 3

1 2 3 4 4

( ) ( )

( ) ( ) ( ) (1 )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

S x x x x

S x x x x x x x x

x x x x x

S x x x x x x x x x

x x x x

− + = + ⋅ ε

− + + = + ⋅ ε + + ⋅ + ε ⋅ ε + ⋅ ε

≈ + ⋅ ε + + + ⋅ ε

− + + + ≈ + ⋅ ε + + + ⋅ ε +

+ + + ⋅ ε

 

V�l: 	D́¶x S#� 

1 2 2 1
1

1 2 2 2

3 3

( ) ( )

( ) ( )

( )

m

m i m m
i

m m

m m m

S x x x x x

x x

x x

=
− ≈ + ⋅ ε + + + + ⋅ ε

= ⋅ ε + + ε + ⋅ ε + + ε +

⋅ ε + + ε + + ⋅ ε

∑ � �

� �

� �

 (16) 

7=�� O(� �� !6 .�/� � 7=� ��
�
;�(��� -�:� V�� �����3 �Zy��� 456 S#4!
� _` �D-
�ab.
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⌧���;��� 9: /%�&�,� 9KV+ 


�Y 
�
��G� V�s�/"G� ®�(���� )��
>���
: 
���
Z S� ���3(
�Y ��b;�# ?����i N�	�c �?;� X(�.�'# ��3́s -'�� 	
�VZ/� ���
'#r?�=Z� .�R � V�s f�
'�� � ��b;(G� ��)f�
'�� ����� � �VZ/�� c'3 ��
�3(N�� 
������� (P��; _�� 

S� -̧'�̂ �̀Z̄/�� ��Z�� S# X./� �W ��
���I �>��3 *+� F�"�� � H���; D́¶x S#� 	
�
��G� 456 *+� Q(�r?�=Z� .	?y0=:
¦�=¨� ���I ����# � (2��� 

1

m

i i
i
x y

=
⋅∑

.�/]� �ix�iyF�¨� � 7'; [0.1,1]�VZ/� 7�=�;� r?�=Z� .
������ ��/d���� ���(P���( 10)β =H�¢ 	
��¡� -+¢� J�'�(�� ¦�=¨� .-V01 J����� �iX�iY�k
k"�� D
'�� :

( 1), , 5 10 .
i i i r

i i
i i i

X x

Y y
− +

= + ε  ε η ≤ ×= + η 

_	< ��%8:��/�� �³�b3i ix y⋅rs �³�/3� r7=� D́hx ?�=Z� .�6 ¦�=¨� � Hb;(G� ��¡� V�s 

[ ]

1
1 1

1 1

Computed value of

( ) ( )

m m

i i i i
i i
m m

i i i i i i i
i i

E XY x y

XY X Y

= =

= =

  = −    

= − − ε ⋅ − η + γ

∑ ∑

∑ ∑
 

m
I( 1)5 10 r
i

− +γ ≤ ×	iγ��/�� � (��/��� ��R �6 i ix y⋅.����� 456 � ���/� 

[ ]1
1

m

i i i i i
i

E Y X
=

≈ ε ⋅ + η ⋅ − γ∑

/� &�#� 
( )( 1)

1 3 5 10 rE m − +≤ ×(17) 

��*%K ��%8:
���/�� �³�b3, ( 1, , ).i ix y i m⋅ = …�VZ/� 2r�VZ/�� ��Z�� V-b� J2K�± ���� ��
+=� O(�� .��'3 D́hx
rs @R � 7=�� �;�3 (��/��r?�=Z� .����� 456 � Hb;(G� ��¡� *��� �6/�� 

[ ]

[ ]

2
1 1

1 1

1

Computed value of

( ) ( )

m m

i i i i
i i

m m

i i i i i i
i i

m

i i i i
i

E XY x y

XY X Y

X Y

= =

= =

=

  = −    
   = − − ε ⋅ − η + γ    

  ≈ ε ⋅ + η ⋅ − γ   

∑ ∑

∑ ∑

∑
m
I( 1)5 10 r− +γ ≤ ×.�����3 &�#� 

( )( 1)
2 (2 1) 5 10 rE m − +≤ + × (18) 
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�k��(�G� � ��¡� /�/� V�� j\���� S#(15)�k��(�G� � &
+� �6 �< -�:�(14).��¡� V�s2E��P�3� S# X�;�3 
-=P� JI � � ��
+T � 
�
��G� ���R�1Ers �����G� �>����� (��/; ���R� L�Y rs ?�:�\s 	r?�=Z� .S�
��̂;̂ D́¶x S#�

s ��
U�]�� g����; [�VZ/� 
������ ��(�r���R�� 7��� ��P�3� ¥�/I H����� ?�=Z� .

.6 ������ ������� � ����������� �� �! 

(��/��� ���R� -0# ��
����� ���R � ���� ���k+# [���/� ��
\��(�� ->��G� S# /�/��� F�+I (x��; .7
���3 !b��

+�� ����. ���K# ¹(P3 	(6��2�� 456 -0# -"�����('��B� "Stability ���K#� "��
����� "Sensitivity . ��
���I V�s

 [&��# -
01 ��23 �/d��3 �#/�� 	����G� 456 °-I � ��
�s F�T��� ���b} N�� *=2��� �VZ/��� /
�� º/I rs ����;(# �# ����#
: ��
����� 
��
+=��� O(�� .�/���-�� .��z &
 .� �#/d��G� ��./��� e>�(��� -=P�� D
6�KG� 456 �'IB [�+I(# � 7���3
�����3� *+� ��
\��(�� ->��G� V-I .7��=�; B N�� ���./��� e>�(��� /=��3 	��� [&�����
��� ��
���n /Z N�� �@u"�� ���R�� 

-
01 ���R� S� D��; /Z �� 	����G� 
�
��# ��P;
������ ��(�s /�� (��/��� ���R�� .�/� � .

��.��G� -bM �W N�� ->��G� ����. *+� ��M�'3 � ("�'3 	§(��� �
����:

( , ) 0F x y =(19) 

F��k�G� -V0} m
IxG� -V0}� 	��.��G� 456 V-n &�

�; ».�3 O5�� ����G� F��8 F��k�y-�� ��
�3 �w eV+��; N�� 
�
��G� .
��.��G� -bM V�s(19)��
\��(�� ->��G� S# /�/��� -V0} �� Sb} .F�0G� -
�� *+�::

�!'
'I F��k�� �!'
'I X7��;x!���M F��k�#� y	��
������ �Zy��� ��(�; � &;��V$(# D6��;F�
���.��G� (19) ��
: -V0} ��
+\�K; ��.��# �� ��
+#�b; ��.��# ��b; �� Sb} x-V0}� F��¨� 7����� y�� *��# ?����; 

�# ��
�
± ?�=
Z���.

����G� S� F�'3(19) ���3s��('��# Stable V-�� ��$ �Ys xF��k�G�� ��(=���� e¼+��� y.E3�$ �Ys &�3� ½��
{ }ny�=
Z �³('; N�� D
'�� S# �
����# y��':��G� F�+�� �
����# V�l: 	¾��G� S# ¿½�{ }nx-̄�� �³('; �� H� x*+� 

e:��# [�¢ .¶->��# 	�(́'��G� ->��G� ?���� �!=�3¹(V��� �/³
�well-posed problems ->��G� �!=�3 �=$ @i @i ��('��G�
Unstable�# 	¶->�¹(��� �À³
�ill-posed problems.

�+]0#�:
����9�� ��.��G� -I ����# � (2��� 

2 0 , 0.a x b x c a+ + = ≠

��
xy0�� !6 ��6 
�
��G�( , , )y a b c=.�(P�� e'� ���I � &3́� D+�32 4 0b ac− ≥?B�+I ��.��G� 456 -�'; 
��
'
'I��3�'��� *��; :
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2 4
2

b b acx
a

− ± −=


B�k�G�� 7����$ ���(=��# S�
+�� S�56 V�� j\���� S#�a	b�c.

��
����� ��
+#�b��� ��.��G� Sb�� :
1

0

0.75 ( )
( ) , 0 1.

1.25 cos 2 ( )

x t dt
y s s

s t
= ≤ ≤ − π +  

∫(20) 

��('��# @i ����G� 456 V�s .
�P��P��� S# �
����# /��; &3́ { }n n∈δ �:
, ( ) ( ) ( )n nn s y s y s∈ δ = −�

e'� 

0 1
lim max ( ) 0.n
n s

s
→∞ ≤ ≤

δ =(21) 

�':��G� F�+�� �
����# e'��{ }n nx ∈��(P�� :

0 1
, max ( ) ( ) 1.n

s
n x s x s

≤ ≤
∀ ∈ − =�(22) 

_�(�3 	F�0G� -
�� *+�:( ) ( ) ( )n ny s y s s= + δm
I 

1, ( ) cos(2 ) , 0 1.
2n nn s n s s∀ ∈ δ = π ≤ ≤�

����� 456 � ��b�� 
( ) ( ) cos(2 ).nx s x s n s− = π

�(P�� e'v �56�(19).

�=��� S# ����# E3�$ �Ys(19) �����I �# �Ys ���/� 
����T ��������: 	��('��# @i ��+̄I .?�.�� Sb=G� @i S#�
-�� c>�"£ eV+��; �/�/� Ĥ3��� D�: ������± ��/� ->��G� 456 -0# -̄¢ �� .@i ->��=+� 	����G� S# H3��� �56�

q�R [&��� O./��� -
+k��� ->��# �� 	?�#�=� ��
'
����� 
��
\��(�� � m
0I [mn F�8 �6 ��('��G�.

	!+=��� 7Z���� �e>���� 
����T ���6 *'�; Sb�� 	?�K3t 4�3.��� O5�� ½�G�� ��('��G� ->��G� S# /�/��� ���6 
->��G� 456 V-I e>�(�� �'V+��G� ��./��� 
������ S� D��;.?�#��K# �/d��3 	
����"�� 456 7# -#����� 7
���3 !b��

 &
�=�3 ����G� �����('��� f�
'�"��
����� ./� "-��'�� o
;y�� j+�"G� �
=���� 456 Condition number..

����G� ��xt ���� �
'3 �� ��
����� ./� ������ F��¢(19) -�� �xF�k�G� §�(��� �#/�� 	y���P�� 
�
�� [��/'� .Sb
�yδ�� ���P��� F��k�G� &� §(́�; O5ySb
�� x x+ δ�M��PG� ��.��G� V-I �6 :
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( , ) 0F x x y y+ δ + δ =(23) 

_³(�3 ( ) sup
y

x x
x

y yδ

δ
κ =

δ
(24) 

�#(�� ��6 �/d��3⋅G� ��/'=+� [f�
Z *+� F̄/�� &+R�. ¦�\� .*+� � �/]�� H�vsup������� �(24) *+� 
�@u"�� 
�P��P��� ���=8yδ����G� ��b; N�� (23)-k+� ?�+��Z O� 	¿½�# 
�Y �6/�� .@i ->��G� V�l: F��� ��
����

rs �3.�'; ��('��G�( )xκ =∞.

��
����� ./� V�s( )xκ����=+� (19) -�� ��
���I �
'� x
�
��G� � �@u"�� 
�(�
u�+� y.��$ �Yl:
( )xκuT @
u; .��� o�� �56 V�l: 	?��
��3 ?�@�$ ?��
��3 @yδ
�
��=+� y?��
��3 ?�@�$ ?�@
u; ¥/v xδ-�� �x.

��]$ �Ys Sb��( )xκ-'��� 	?�@uT ( ) 10xκ ≤�� 	
�
��G� � �@u"�� 
�@
u�+� ��b� B �6/yδ� @�b�� (x � 
-�� (�
u;xδ.

� ?��
��3 �@u"�� 
�@u���: y-�� � ?��
��3 �@uT 
�(]�
u; rs �3.�'; x.VG� �w�P� ���./��� 
������ E3�$ �
��b� �� Hi(3 B ��3l: 	.�/� � H�(';� (��/��� S� ���3 ��@uT Á���R� ?�.����
����� ./� e>�(���� ��+̄I �.�3 [����G 

���./���?�@�$ .���
=�3 45�$ ����# V�s��
����� �À�
���
����� �À�
�ill-conditioned )�I 
�Y�
��� ��
��(���T ?����i ��b;� 	
�VZ/� -��.

�+]0#�:
���.��=+� -I .��s ����# ¹(��� 

0 , 0yx a a− = >(25) 

Â�P3y]� yδ*+� -"k�: 

1
y y y

y
y

x a a a
x a

+δ
δδ −= = −

/� &�#���
����� ./� ����� 

1( ) sup sup
y

y y

x x ax y
yy y

δ

δ δ

δ  −  κ = =    δ δ

��/'G� ��$ �Yl:yδ*+� -"¢ ?�@uT 

( ) lnx y aκ ≈(26) 

���I �]'�() S� (2��� _("��x��.��G� �(25) ��$ �Ys 	( )xκ@�$ � �@uT 
�(�
u; V�l: ?�yrs .�'; 
-�� � ?��
��3 @0b� 9$� 
�(�
u;x.��$ �Yl:4( ) 10x =K�=
Z � ®���� ��¡� ��$� y�6 �#/d��G� 710−�6� 
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�=
Z � ®���� ��¡� ��b� �� 7Z��3 �6/�� 	|����� ��2��� � �
���# �VZ/� -
0=��� S� D��3 ��Rx���(hZ ������ 310−.
�VZ/�� � ?�@�$ ?�)��6 �56 -V0}�.

���.��G� Sb�� 
1

2

0.2170.780 0.563

0.913 0.659 0.254

x
x

          ⋅ =             
; N��-bP��� H�b 

A x b⋅ =(27) 

m
I 
1

2

0.2170.780 0.563
, , .

0.913 0.659 0.254

x
A b x x

        = = =            

�=��� S# ����# 456�(19)Ã�
��# �y��:�K"G�A�¦��P��b.-�� S� mk�3x�� �(P�� e'v O5(27).
�O�: 	�
��� �
���n ����G� 456 7�=�; �:�K"G� (T��� O� 	
�
��G� � �
�� @
u; A¦��P�� (T���� b���� 	�@
u; &�

X@�$-�� �.��.��G� -�';(27)�6 ?�/
I� ?yI 
1

1
x

  =  −  

¦��P�� (T��� � ?��
�� ?�@
u; ���(�� �Yl:bSb
�� 
3

3

10

10
b

−

−

   ∆ =   −  
�M�PG� ��.��G� *+� ��+"I 

A x b b⋅ = +∆�(28) 

-�';��.��G� 456 �6 ?yI 

1
1223659000 563000 0.218

.
913000 780000 0.253 1694

x A b−
−             = ⋅ = ⋅ =      − −          

��

V�� ��6 �Iy3 

3

1693 ,

1,

10 ,

0.254.

x

x

b

b

∞

∞

−
∞

∞

δ =

=

δ =

=

�9� �# �56�d%�60� e��6����
�¡� �+=�� 45W ?�/� .
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.7 ������� 5$��&�� ���������� 

S� /��; B 
�
��=+� O./��� ����3 ��
���I E3�$ �Ys ��('��# ���3s ��
\��� [����# -� ��./� �'�() S� F�'3
��
+T � ��
\��(�� ����G� ��
���I .~���� F�0G� Ä��� ���K# j�\�3 &�� 	��./� e>�() ¦��;�� .�/± -#�b; ���I ����# 

�56 �����('��B�.

Sb
� 
1

1

0

, .n x
nE x e dx n−= ∈∫ �(29) 

��$ �Ys1n ≥V�l: 

( )1 1 1 1.n x n x n xx e n x e x e− − − −′
= ⋅ +

F�¨� *+� J:(��� �+#�b�[0,1]/� 
1 1

11 1 1 1
0

0 0

.n x n x n xx e dx x e n x e dx− − − − = −  ∫ ∫ 

���/��� �Zy� *+� -"¢ &�#� 

1

1
1 1

0
0

1 , 1

1

n n

x

E n E n

E e dx e

−

− −

 = − ⋅ ≥ = = −
∫

(30) 

&
: |���I [-
01 ��23 ��/d����6n =�10β =���/��� �Zy� e
����� 	(27)��
��('; [D
Z ���I ���b} 
]�nE�#/�� 9, ,2 ,1 n=…/��: :

1 6

2 7

3 8

4 9

5

0.367879 0.127120

0.264242 0.110160

0.207274 0.118720

0.170904 0.068480 0

0.145480

E E

E E

E E

E E

E

≅ ≅

≅ ≅

≅ ≅

≅ ≅− <

≅

-#�b�+� ��
��('; [�=
'$ �'�(��� 45w ��
+� -"¢ N�� ���./��� �=
'�� V�� ��6 �Iy39EJI *+� 	����� �=
Z !6 
7����� -#�b; ��b� �� H�9 1xx e −F�¨� *+� [0,1]Å�+bPG� 456 H�� �6 �=: 	?����# 
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� �+T��� ���R � -+¢ 	��
���� 456 � H��; O5�� ��¡� �/"# �:(�#� ¥/I �# -
+� �3.�� �Ys 	7Z���� �

y#�b�+� ���./��� �;�����9 2 1, , ,E E E…/��: :

���I �1
1 01E E e−= − =��;(# S# H�('; ��R Hb;(3 ��C� �VZ.4��/'# 74.412 10−×.��¡� �56

 ���I � (P���2Ej�"
� 7( 2) 4.412 10−− × ×���I � �;���� H�('��� ��R ��b� �5b6� 	9E��;(# S# 
7 7( 2)( 3) ( 9) 4.412 10 9! 4.412 10 0.1601.− −− − − × × = × × ≈�

]� �'
Z/�� �=
'�� V�s9E����� 456 �)��Z�� �xyx �VZ/�(!6 :
0.06848 0.1601 0.0916.− + =

+bP# V-� Q(R� �'�() .��� S� F©����� ¹(�3 ��6�Å �56 ��('��B� �/� ����/��� �Zy� ����$ �3/�� �Ys 	7Z���� �
(30)-bP��� :

1
1 , 1n

n
EE n
n−
−= ≥(31) 

]� ��
��('; ?�=
Z _(�3 ���$ �Ys�nE�Zy��� ��/d��� �l: (31) ���� 1nE −[�=
Z *+� F�"��� ��� j=�� 
��
��(';H]�('��� ��R ��
: cZ���� n� &
+� �6 ��=� �(́]#̂nE.

Sb��1n 
���/� 	
11 1 1

1

00 0

1
1 1

n
n x n

n
xE x e dx x dx
n n

+
−= ≤ = = ⋅

+ +∫ ∫ 

V�� L�Y S# �����3 lim 0n
n
E

→∞
=.

���b} 	F�0G� -
�� *+�: �=
'�� ������0]� ?���('; 20E]�� g����� B ?��R ���b;�� /Z ����� 456 � ��b3� 1
21

.
�Zy��� ��/d�����(28)]� ��
��('; �=
Z ���I ���b} 19E]� ?�.�/± ��
: ��¡� ��b� 

1 1 0.0024.
20 21
× ≅

���/��� �Zy� j=�;(31) ]� [��
��('; [�=
Z .��l� 	?��
��/; 15Eg����� B [��£ 84 10−×S# V-Z� ��¡� �56� 

������ �w O(� N�� ��C� �̀Z̄.)��6 65 10eps −= ×(.��/d����456�
����� ��
��('��� D
'�� *+� -"¢ �'�(��� :

20 14

19 13

18 12

17 11

16 10

15 9

0.0 0.0627322

0.0500000 0.0669477

0.0500000 0.0717733

0.0527778 0.0773523

0.0557190 0.0838771

0.0590176 0.0916123

E E

E E

E E

E E

E E

E E

≅ ≅

≅ ≅

≅ ≅

≅ ≅

≅ ≅

≅ ≅
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